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1 Einleitung

Logikprogramme mit Negation sind ein wichtiges Hilfsmittel in der kiinstlichen In-
telligenz, da sie es ermoglichen, Wissen zu représentieren und aus diesem Wissen
(automatisiert) Schliisse zu ziehen. Doch leider ist die Semantik eines Logikpro-
gramms mit Negation nicht immer eindeutig, so dass grofler Aufwand getrieben
wird, Semantiken zu finden, die auf eine moglichst groBe Klasse von Logikprogram-
men anwendbar ist. Gelfond und Lifschitz haben 1988 mit der Beschreibung der
Stable Model Semantik in [3] einen wichtige Ansatz vorgestellt, der neben Kon-
formitdt mit anderen bis dato vorgestellten Semantiken dariiberhinaus auch auf
Logikprogramme anwendbar ist, denen diese Semantiken keine Bedeutung zuord-
nen.

In dieser Arbeit soll nun nach einer kurzen Bestimmung der verwendeten Termi-
nologie ein Einblick in andere deklarative Semantiken fiir Logikprogramme gegeben
werden, um dann die Stable Model Semantik vorzustellen, sie mit diesen anderen
Ansitzen zu vergleichen und abschlieffend ein Verfahren vorzustellen, wie man den
Aufwand der Berechnung von stabilen Modellen verkleinern kann.

2 Logikprogramme mit Negation

2.1 Terminologie

Im Folgenden sollen zunéchst einige Begriffe definiert werden, die im weiteren Ver-
lauf dieser Arbeit verwendet werden.

Definition (Signatur) Ein Paar ¥ = (F, P)

e ciner Menge F' = F() von Funktionssymbolen und

neNp

e ciner Menge P = J, oy P(") eine Menge von Pridikatssymbolen

heiBt Signatur. Ein nullstelliges Funktionssymbol ¢ € F(© nennt man auch Kon-
stantensymbol. Im Folgenden wird die Signatur, unter der ein Programm betrachtet
wird, in der Regel durch die in einem Programm vorkommenden Préadikats- und
Funktionssymbole bestimmt.

Definition (X-Terme) Die Menge der Tx(X) der X-Terme iiber einer abzihlba-
ren Variablenmenge X ist induktiv definiert durch:

e X CTxn(X)
o fEFM ty tg, ...ty € Te(X) ~ f(t1,ta,... t,) € T(X)

T5(0), also die Menge der variablenfreien Terme, heift auch Menge der Grundterme
itber X.

Definition (Atome, Literale) Ein Atom A hat die Form p(t1,ta,...,t,) fir
e cin n-stelliges Pradikatssymbol p und
e Termen tq,ts,...,1t,.

Ein Atom A nennt man auch positives Literal, die Negation —A eines Atoms nennt

man negatives Literal. Fiir ein Literal L bezeichne L das Komplement von L, also
—A = Aund A = —-A fiir ein Atom A.



Definition (Regel) Eine Regel hat die Form
A<—L1/\L2/\/\Ln

mit n > 0, einem Atom A und Literalen L;. A heifit auch Kopf oder Konsequenz,
LiANLyA...A Ly heit Korper oder Prdamisse der Regel. Eine Regel, deren Korper
keine negativen Literale enthélt, nennt man definite Regel. Eine Regel mit n = 0
nennt man auch Fakt.

Definition (Logikprogramm) FEine Menge II von Regeln heifit Logikprogramm.
Sind alle Regeln in einem Logikprogramm II definit, so nennt man II auch ein de-
finites Logikprogramm oder Hornklauselprogramm. Variablenfreie Atome (-Literale,
Regeln, Programme) nennt man auch Grundatome (-Literale, Regeln, Programme).

Definition (Herbrand-Universum) Das Herbrand-Universum Uy eines Logik-
programms II ist die Menge aller Grundterme, die sich aus in II vorkommenden
Konstanten- und Funktionssymbolen konstruieren lésst.

Dabei ist zu beachten, dass das Herbrand-Universum eines Logikprogramms IT
leer ist, falls IT keinerlei Konstantensymbole enthélt, und unendlich, falls IT Funk-
tionssymbole der Stelligkeit > 1 enthélt. Den ersten Fall schliefit man oft einfach
dadurch aus, dass man dem Herbrand-Universum zur Not eine beliebige Konstante
hinzufiigt, der zweite Fall fithrt mitunter zu Schwierigkeiten bei Berechnungen auf
Logikprogrammen, falls man diese auf der moglicherweise unendlichen Herbrand-
Instanz eines Programms durchfiihrt.

Definition (Herbrand-Basis) Die Herbrand-Basis By eines Programms II ist
die Menge aller Grundatome p(t1,to, ..., t,) mit t; € U, 1 < ¢ < n fiir alle Pridi-
katssymbole p, die in IT vorkommen.

Definition (Herbrand-Instanz) Die Herbrand-Instanz Jy eines Programms II
ist die (moglicherweise unendlich grofie) Menge aller Grundregeln, die man durch
Substitution von Variablen in Regeln von II durch Terme aus dem Herbrand-
Universum von II erhilt.

Definition (Interpretation) Eine Menge I von Literalen heifit widerspruchsfrei,
falls fiir jedes Literal gilt:
LelInL¢l

Eine partielle Interpretation I ist eine widerspruchsfreie Menge von Grundliteralen,
die also die Bedingung

Leln(L=AVL=-A)NA€BgAL¢I (1)

erfiillt. Eine totale Interpretation I ist eine partielle Interpretation, die jedes Atom
aus der Herbrand-Basis von II oder dessen Negation enthilt, die zusétzlich zu (1)
also die Bedingung

{AE%H|A€I}U{AE%H|—|AEI}:%H

erfiillt.
Fiir eine Interpretation I heifit ein Grundliteral L

e wahr in I (man sagt auch: L gilt in I), falls L € I, es heifit

e falsch in I (man sagt auch: L gilt nicht in I), falls L € I.



Eine Regel wird durch eine Interpretation I
o erfillt, falls der Kopf der Regel wahr oder eines der Teilziele in I falsch ist.
o falsifiziert, falls der Kopf der Regel wahr und alle Teilziele in I falsch sind.

e schwach falsifiziert, falls der Kopf und keines der Teilziele der Regel in I falsch
sind.

Fiir eine Interpretation I enthalte die Menge Pos(I) alle positiven Literale aus
I und die Menge Neg(I) alle negativen Literale aus I.

Definition (Modell eines Logikprogramms) Ein totales Modell eines Logik-
programms II ist eine totale Interpretation, die jede Regel aus der Herbrand-Instanz
von II erfiillt. Ein partielles Modell eines Logikprogramms II ist eine partielle In-
terpretation, die zu einem totalen Modell von II ergénzt werden kann.

Gebrauchlich ist es auch, totale Interpretationen und Modelle durch die Menge
der in ihnen enthaltenen positiven Literale (also Grundatome) zu reprisentieren
und die negativen Literale einfach wegzulassen und alle in einer solchen Menge
enthaltenen Atome als wahr, alle anderen als falsch zu interpretieren.

Definition (minimales Modell) Die Ordnungsrelation < sei fiir zwei totale
Interpretationen I und J definiert durch

I <J=Pos(I) C Pos(J)ANNeg(I) D Neg(J)

Ein minimales Modell eines Programms II ist ein totales Modell I von II fiir das
kein weiteres totales Modell J von II existiert mit J < I und J # I.

2.2 Deklarative Semantiken

In dieser Arbeit sollen deklarative Semantiken fiir Logikprogramme mit Negati-
on betrachtet werden. Eine deklarative Semantik beschreibt mathematisch-formal
die Bedeutung eines Logikprogramms, hiufig in Form eines minimalen Herbrand-
Modells. Dieses Modell nennt man auch beabsichtigtes oder kanonisches Modell eines
Logikprogramms.

Ziel einer solchen Semantik (oder auch eines solches Modelles) ist es normaler-
weise, einen Ausfithrungsmechanismus fiir ein Logikprogramm zu verifizieren, also
ein Ma$ fiir die Korrektheit eines solchen Mechanismus zu bestimmen.

Fiir definite Logikprogramme (also Programme, in deren Regeln keine Negati-
on auftritt) und eine Anfrage existieren mit der Fixpunkt-Semantik und der Se-
mantik des kleinsten Herbrand-Modells zwei dquivalente deklarative Semantiken,
fiir die mittels der Prozeduralen Semantik (also SLD-Resolution) ein korrekter
Ausfithrungsmechanismus zur Verfiigung steht

Fiir Logikprogramme mit Negation ist es hingegen nicht so einfach, kanonische
Modelle zu finden, da sie mehrere minimale Herbrand-Modelle besitzen kénnen und
nicht immer klar ist, welches dieser Modelle das kanonisches Modell eines solchen
Programms sein soll. Zudem gibt es verschiedene Moglichkeiten der Behandlung
von Negation in Logikprogrammen. Klassische Negation erlaubt es, auch im Kopf
einer Regel negative Literale zu verwenden und so explizit auch der Wahrheitswert
eines negativen Literals aus einem Programm herleitbar ist.

Weitaus iiblicher in der Logikprogrammierung, gerade wenn man an den Einsatz
in deduktiven Datenbanken denkt, ist es, Negation-by-Failure zu verwenden. Dabei
wird ein Literal —A als wahr bewertet, wenn sich A nicht aus dem Programm



herleiten lasst. Das bietet den Vorteil, dass es geniigt, positives Wissen in einem
Logikprogramm aufzuschreiben.

Mochte man beispielsweise ein Logikprogramm verwenden, um Informationen
iiber die Studierenden an einer Hochschule zu sammeln, ist die Anzahl der , posi-
tiven“ Informationen die man in das Programm aufnehmen muss, um einen Sach-
verhalt unter Verwendung von Negation-by-Failure vollstdndig zu beschreiben, we-
sentlich kleiner, als die der ,negativen“ Informationen, die man bei der Verwen-
dung klassischer Negation zusétzlich aufnehmen miisste. So reicht es beispielsweise
aus, alle an einer Hochschule eingeschriebenen Studierenden als Fakten der Form
eingeschrieben(X) zu erfassen. Mochte man dann wissen, ob eine Person nicht
an der Hochschule studiert, geniigt es festzustellen, dass eingeschrieben(X) nicht
herleitbar ist. Bei der Verwendung von klassischer Negation miisste man fiir jede
nicht eingeschriebene Person einen Fakt —eingeschrieben(X) in das entsprechende
Programm aufnehmen, was nicht praktikabel erscheint.

Allerdings bringt die Verwendung von Negation-By-Failure den Nachteil mit
sich, dass bei der Auswertung eines negativen Literals séimtliche Versuche, das Kom-
plement dieses Literals aus dem Programm herzuleiten, fehlschlagen miissen, was
den Aufwand natiirlich erheblich vergrofiert.

Im Folgenden sollen einige Ansétze kanonische Modelle fiir Logikprogramme mit
Negation (by failure) auszuwihlen kurz vorgestellt werden, um spéter den Bezug
zu der Stable Model Semantik herstellen zu kénnen.

2.2.1 TIterative Fixpunktsemantik fiir geschichtete Logikprogramme

Apt, Blair und Walker haben in [1] die Klasse sogenannter geschichteter Logikpro-
gramme beschrieben und eine Fixpunkt-Semantik fiir diese Klasse von Logikpro-
grammen vorgestellt, die fiir diese Programme ein kanonisches Modell auswahlt.

Die Idee dahinter ist es, ein Programm in mehrere untereinander geordnete
»Schichten“ zu partitionieren, so dass in einer Schicht nur solche Literale negiert
im Korper einer Regel auftauchen, die ausschliefflich in Regeln der darunterliegen-
den Schichten im Kopf auftreten um so rekursive Abhéngigkeiten mit Negation zu
vermeiden.

Terminologie Ein Relationssymbol p bezieht sich auf ein Relationssymbol 7,
wenn es eine Regel in II mit p im Kopf und r im Korper gibt.

Die Definition eines Relationssymbols r ist die Menge aller Regeln aus II mit r
auf der linken Seite.

Ein Relationssymbol r erscheint positiv in einem positiven Literal und negativ
in einem negativen Literal.

Definition (geschichtetes Programm) FEin Programm II heifit geschichtet,
wenn es eine Partition
N=1,UIll, U ... UII,

gibt, die die folgenden beiden Bedingungen fiir i = 1, 2,...,n erfiillt:

1. Kommt ein Relationssymbol in einer Regel in II; positiv vor, dann ist seine
Definition enthalten in (J; ., II;.

2. Kommt ein Relationssymbol in einer Regel in II; negativ vor, dann ist seine
Definition enthalten in J;_, I1;

II; kann auch leer sein.
In einem geschichteten Logikprogramm kann Rekursion innerhalb einer Schicht
nur durch positive Literale stattfinden. Ist ein negatives Literal L = —A Teilziel



einer Regel, so muss die Definition des Relationssymbols von A in einer der darun-
terliegenden Schichten erfolgt sein.

Beispiel Sei II; das folgende Programm:

p(z) < —q.
.
q < qAN .

Fiir dieses Programm ist IT; = {r} U {q <« g A —r} U {p(z) <« —q} eine giilti-
ge Zerlegung in Schichten. Fiir das Programm Ils:

pb—4q.

hingegen ldsst sich keine giiltige Zerlegung finden, da die zweite Regel erfordert,
dass die Definition von p in einer tieferen Schicht als die Definition von ¢ (Be-
dingung 2) enthalten ist. Da p sich aber auf g bezieht, muss die Definition von
g in einer tieferen oder derselben Schicht wie die Definition von p enthalten sein
(Bedingung 1). Das ist offensichtlich nicht méglich, II5 ist also kein geschichtetes
Logikprogramm.

Apt, Blair und Walker definieren fiir ein geschichtetes Programm IT einen Ope-
rator T" dessen kleinster Fixpunkt ein minimales Herbrand-Modell von II ist. Dabei
verwenden sie die vereinfachte Représentation eines totalen Modells durch die Men-
ge derjenigen Grundatome aus der Herbrandbasis von II, die in dem Modell wahr
sind.

Definition (Fixpunktoperator 7)) Sei Il = II;UIl,U. .. UIL, eine Zerlegung von
II in Schichten. Dann ist der Operator T; fiir ¢ = 1,2, ...,n definiert wie folgt:

Fiir jedes Herbrand-Modell M und jedes Grundatom A ist A € T;(M) genau dann,
wenn A € M oder fiir eine Klausel A’ + Li ALy A...A Ly, in II; und eine Grund-
substitution @ sind L160, L0, ..., L,,0 in M wahr und A = A’0.

Die Mengen My, My, ..., M, von Grundatomen sind definiert durch:

Mo=0,M; =T/ (Mi_1),i=1,2,....n
j=0

Dabei sei Tij die j-fache Anwendung von T;. Man kann den hier verfolgten Ansatz
leicht erkennen: Zunéchst bestimmt man das Fixpunkt-Modell der untersten Schicht
und dann anhand dieser Informationen ein Fixpunkt-Modell der néchsthéheren
Schicht usw., bis schliefllich das Modell der obersten Schicht mit dem Modell des
gesamten Programms iibereinstimmt. Man sieht auch, dass Negation bei dieser Fix-
punktbestimmung nicht zu unendlichen Berechnungen fithren kann, da mit der lee-
ren Menge begonnen wird und danach sédmtliche in einer Schicht negiert vorkommen-
den Literale bereits vollstdndig durch das Modell aller darunterliegenden Schichten
bestimmt ist.

Satz M, ist Modell von II und unabhéngig von der gewéhlten Zerlegung II =
I, UTT,U . . . UIT,.

Man sieht also, dass es fiir geschichtete Logikprogramme genau ein minimales
Herbrand-Modell gibt. Die iterative Fixpunkt-Semantik fiir geschichtete Logikpro-
gramme wahlt dieses Modell als kanonisches Modell fiir ein solches Programm aus.



2.2.2 Perfect Model Semantik

Przymusinksi beschreibt in [4] eine Semantik fiir disjunktive Logikprogramme, das
sind Mengen von Regeln der Form

Al/\Ag/\.../\Am/\ﬁBl/\ﬁBg/\.../\ﬁBn—>Cl\/Cg\/...\/Cp

mit m,n > 0, p > 1 und A;, Bj, Ci, Atomen. Wie man sofort sieht enthélt die Klasse
der disjunktiven Logikprogramme auch die Logikprogramme, um die es bisher in
dieser Arbeit ging (p = 1 fiir alle Regeln in einem Programm), so dass die hier
vorgestellten Ergebnisse ohne weiteres auf diese Logikprogramme iibertragbar sind.
Fiir alle Regeln eines sogenanntes positives disjunktives Logikprogramms gilt: n = 0.

Beispiel Das disjunktive Logikprogramm II:

informatik(X) A —praxis(X) — theorie(X).
informatik(Turing).
mathematik(Euler).

hat zwei minimale Modelle,

My = {informatik(Turing), mathematik(Euler), theorie(Turing), ~praxis(Turing)}
und
My = {informatik(Turing), mathematik(Euler), —theorie(Turing), praxis(Turing)}.

Hier stellt sich die Frage, welches dieser beiden Modelle denn nun die Bedeutung des
Programms représentiert. Betrachtet man die erste Regel, so liest man sie vermutlich
intuitiv als ,,Wenn jemand InformatikerIn ist und nicht mit der Praxis beschéftigt,
dann beschéftigt er oder sie sich mit der Theorie.“ Da wir iiber Turing wissen, dass
er Informatiker ist und das Programm keinen Anhaltspunkt dafiir liefert, dass er
sich mit der Praxis beschiftigt, scheint es naheliegend prazis(Turing) als falsch
anzunehmen und davon auszugehen, dass die Bedeutung des Programms durch das
Modell M; représentiert wird.

Sei nun II' das Logikprogramm, dass man aus II dadurch erhilt, dass man die
erste Regel durch

informatiker(X) — praxis(X) V theorie(X)

ersetzt. I scheint nun eine von II verschiedene Bedeutung zu haben, denn es scheint
die Prédikatssymbole prazis(X) und theorie(X) gleichwertig zu behandeln, so dass
die Modelle M; und M gleich plausibel erscheinen.

Dieses kleine Beispiel legt den Gedanken nahe, Pradikatssymbolen unterschied-
liche Prioritdten hinsichtlich der Bestimmung eines minimalen Modells zuzuordnen,
abhéingig davon ob sie (negiert oder auch nicht) im Korper eine Regel stehen oder
im Kopf:

e Negative Voraussetzungen —A sollten eine héhere Prioritat haben als Konse-
quenzen, also sollten sie eher minimiert (das Atom A also als falsch angenom-
men werden) werden, als der Kopf einer Regel.

e Positive Voraussetzungen sollten dieselbe oder eine héhere Prioritdt haben als
Konsequenzen,

e Alle Atome in einer Konsequenz eine bestimmten Klausel sollten dieselbe Prio-
ritdt haben.

Daraus ergibt sich die folgende Definition fiir zwei Prioritéitenrelationen zwischen
den Atomen eines Logikprogramms.



Definition (Priorititen-Relationen < und <) Die Priorititen-Relationen <
und < zwischen Atomen aus der Herbrandbasis eines Programms II seien definiert
wie folgt:

e (' < B, falls B eine negative Voraussetzung und C' eine Konsequenz einer
Grundinstanz einer Klausel aus II ist.

o C < A, falls A eine positive Voraussetzung und C' eine Konsequenz einer
Grundinstanz einer Klausel aus IT ist.

e C < (, falls C und C’ beide Konsequenzen derselben Grundinstanz einer
Klausel aus II sind.

e Falls A< Bund B < (C, dann gilt: A < C.

e Falls A< Bund B < C (bzw. D < A), dann gilt: A < C (bzw. D < B).
e Falls A < B, dann gilt A < B.

e Die Herbrand-Basis von II ist abgeschlossen unter < und <.

Die Idee nun auf Grundlage dieser Relationen ein ,,perfektes Modell“ zu bestim-
men sieht so aus, dass man bei der Berechnung eines Modells Atome hoherer Prio-
ritdt zuerst minimiert (also im Modell als falsch annimmt), auch wenn das bedeutet,
dass dafiir moglicherweise sogar mehrere Atome niedrigerer Prioritat im Modell als
wahr angenommen werden miissen. Aus dieser Idee ergibt sich nun unmittelbar die
Definiton eines perfekten Modells:

Definition (Perfektes Modell) Fiir zwei verschiedene Modelle M und N eines
Programms II sagen wir N ist M vorzuziehen (Schreibweise: N << M), falls fiir
jedes Grundatom A € N\M ein weiteres Grundatom B € M\N existiert mit A <
B. Ein Modell M von II heiit perfekt, falls IT kein Modell hat, das M vorzuziehen
wére.

Satz Falls N C M, dann ist N << M. Insbesondere bedeutet das: ein perfektes
Modell ist minimal.

Satz Falls II ein positives disjunktives Logikprogramm ist, gilt: M << N genau
dann, wenn M C N und insbesondere: Ein Modell ist perfekt genau dann, wenn
es minimal ist. Die Perfect Model Semantik ist also mit der Standard-Semantik fiir
definite Logikprogramme vertraglich.

Satz Um zu zeigen, dass ein Modell M eines disjunktiven Logikprogramms II
perfekt ist, geniigt es zu zeigen, dasss es kein minimales Modell von II gibt, dass M
vorzuziehen wiére.

Beispiel Das Programm

hat unendliche viele minimale Herbrand-Modelle und fiir ein Modell M existiert
immer ein Modell N, so dass gilt: M << N und N << M. Dieses Programm hat
also kein perfektes Modell.



Betrachtet man das Eingangsbeispiel

informatik(X) A —praxis(X) — theorie(X).
informatik(Turing).
mathematik(Euler).

so stellt man fest, dass das , intuitiv richtige“ Modell
My = {informatik(Turing), mathematik(Euler), theorie(Turing), ~praxis(Turing)}

das perfekte Modell dieses Programms ist.

2.2.3 Wohlfundierte Semantik

Van Gelder, Ross und Schlipf beschreiben in [5] eine weitere Semantik fiir Logik-
programme mit Negation, die ebenfalls ein kanonisches Modell fiir ein solches Pro-
gramm auswéhlt. Dieses Modell kann allerdings durchaus nur ein partielles Modell
sein, d.h., dass nicht allen Atomen ein Wahrheitswert zugewiesen wird, sondern dass
man auch unvollstindige Informationen in Modellen zulésst.

Ein wichtiges Hilfskonstrukt fiir die Definition der wohlfundierten Modelle sind
die sogenannten nicht-fundierten Mengen, das sind Mengen von Literalen, deren
Wahrheitswert aus einem Logikprogramm nicht folgerbar ist.

Definition (nicht-fundierte Mengen) Sei II ein Logikprogramm und I eine
partielle Interpretation. A C 1 heilt nicht-fundierte Menge (von II) in Bezug auf
1, falls fiir jedes Atom p € A die folgende Bedingung erfiillt ist:

Jede instanziierte Regel R von IT deren Kopf p ist, hat (mindestens) eine der beiden
folgenden Eigenschaften:

1. Ein (positives oder negatives) Teilziel @ im Korper wird von I falsifiziert,
2. Ein positives Teilziel im Korper ist in A enthalten.

Ein Literal, das eine dieser der beiden Eigenschaften erfiillt, nennt man auch einen
Zeugen fiir die Unbrauchbarkeit der Regel R (in Bezug auf I).

Was also ist die Bedeutung dieser nicht-fundierten Mengen? Angenommen I re-
présentiert unseren (moglicherweise unvollstéindigen) Kenntnisstand iiber die Ato-
me eines Logikprogramms II. Regeln, die die erste Bedingung erfiillen erlauben es
nicht, neue Erkenntnisse iiber das Atom im Regelkopf zu erlangen, da mindestens
eine Voraussetzung bereits als falsch bekannt ist. Regeln, die die zweite Bedingung
(die sogenannte unfoundedness condition) erfiillen, sind ebenfalls nicht brauchbar,
da sie voraussetzen, dass der Wahrheitswert eines Atoms aus A bekannt ist. Es gibt
aber kein Atom in A, das alleine mit Regeln aus II als erstes bewiesen werden kann
(mit Wissen I).

Beispiel Sei II das folgende Programm:

p(a) < p(c) A —p(b)
p(b) — —p(a).

p(e) — —p(d).

p(c).

p(d) < q(a) A —=q(b)
p(d) < q(b) A =q(c)
q(a) « p(d).

q(b) — q(a).

10



In Bezug auf die leere Interpretation bildet M; = {p(d), q(a), q(b), ¢(c)} eine nicht-
fundierte Menge. Man sieht sofort, dass ¢(c¢) zu dieser Menge gehdren muss, da es
keine Regel in II gibt, deren Kopf ¢(c) ist, kann fiir g(c) kein Wahrheitswert be-
stimmt werden. Die Menge {p(d), q(a),q(b)} ist nicht-fundiert wegen Bedingung 2:
Es gibt kein Atom in dieser Menge, das zuerst bewiesen werden konnte, ohne ei-
nes der anderen Atome aus dieser Menge vorher zu beweisen. Im Gegensatz dazu
ist My = {p(a),p(b)} allerdings keine keine nicht-fundierte Menge, da diese beiden
Atome ausschliellich iiber Negation voneinander abhédngen. Hier spielt die Tatsa-
che eine Rolle, dass, falls ein Atom in M7 als falsch deklariert, sich trotzdem keines
der anderen Atome aus M, als wahr ableiten ldsst, wohingegen die Annahme eines
der Atome aus M, als falsch direkt die Beweisbarkeit des anderen Atoms mit sich
bringt.

Definition (groite nicht-fundierte Menge) Die grifite nicht-fundierte Menge
eines Programms IT in Bezug auf I, bezeichnet mit Ur([) ist die Vereinigung aller
nicht-fundierten Mengen in Bezug auf I.

Seien nun die Transformationen 717, Ur, Wi definiert fiir ein Logikprogramm IT
und eine Interpretation I wie folgt:

e p € T(I) genau dann, wenn es eine Grundinstanz einer Regel R € II gibt mit
Kopf p und jedes Literal auf der rechten Regelseite gilt in I.

e Un(I) entspricht der grofiten nicht-fundierten Menge (s.o.).
o Wn(I)=Tu(I)U{-A|A € Un(I)}.

Auf der Grundlage dieser Transformationen seien nun die Interpretationen 7°° und
1, wie folgt definiert:

(] I()Z:@

o [, := Uﬁ<a I
o Iyp1:=Wn(ly)

o I*°:=J en Lo

1°° ist der kleinste Fixpunkt der Transformation Wy und représentiert das wohl-
fundierte Modell eines Programms II.

Definition (wohlfundiertes Modell) Der kleinste Fixpunkt 7°° der Transfor-
mation Wy fiir ein Logikprogramm II ist ein Modell von II. Falls I°° eine totale
Interpretation ist (also fiir jedes Atom der Herbrandbasis von I einen Wahrheits-
wert festlegt), so nennt man I*° wohlfundiertes Modell von II, anderenfalls nennt
man 1% wohlfundiertes partielles Modell.

Definition (wohlfundierte Semantik) Die wohlfundierte Semantik eines Pro-
gramms IT ist die Bedeutung, die durch das wohlfundierte (partielle) Modell 7°° von
IT représentiert wird. Jedes Atom A € I ist wahr, jedes Atom A mit ~A € I ist
falsch und jedes Atom, das nicht (negiert) in I°° vorkommt ist unbekannt.

Das wohlfundierte Modell eines definiten Logikprogramms und einer Anfrage
stimmt mit seinem einzigen minimalen Herbrand-Modell iiberein. Das wohlfundierte
Modell eines geschichteten Logikprogramms stimmt mit seinem iterativen Fixpunkt-
Modell iiberein.
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3 Stable Model Semantik

Hier soll nun der Ansatz der Stable Model Semantik beschrieben werden, den Gel-
fond und Lifschitz 1988 in [3] erstmals vorgestellt haben. Die Stable Model Semantik
ist eine weitere deklarative Semantik, die versucht, einem Logikprogramm ein ka-
nonisches Modell als Bedeutung zuzuordnen.

3.1 Definition der Stable Model Semantik

Definition (Gelfond-Lifschitz Transformatierte) Sei IT ein Logikprogramm
und I eine Interpretation. Die Gelfond-Lifschitz- Transformierte von II beziiglich I
(Bezeichnung: IIy) ist das Programm, das man aus der (méglicherweise unendlich
grofien) Herbrand-Instanz Jrr von II erhilt, wenn man

e jede Klausel mit einem negativen Literal =B im Korper fiir ein B € [ und
e alle negativen Literale =B € I aus den Koérpern der verbleibenden Klauseln

entfernt. Falls I eine totale Interpretation ist, ist II; nun offensichtlich frei von
negativen Literalen uns hat somit genau ein minimales Herbrand-Modell, bezeichnet
mit M(II;). Wenn dieses Modell mit I iibereinstimmt, dann wird I auch stabile
Menge von II genannt.

Definition (Fixpunkt-Operator Sr) Die stabilen Mengen von II sind die Fix-
punkte des Operators St, definiert wie folgt: Fiir eine totale Interpretation M ist
Su(M) das kleinste Herbrand-Modell von Iy, also:

Su(M) = M(Ilar)

Beispiel Seien in diesem Beispiel alle Interpretationen total und mit der Menge
der in ihnen vorkommenden positiven Literale identifiziert. Das Logikprogramm IT:

p(1,2).
q(z) < p(z,y) A =q(y).

hat die Grundinstatz J:

p(1,2).

q(1) < p(1,1) A =g(1).
q(1) < p(1,2) A —q(2).
q(2) < p(2,1) A =q(1).
q(2) < p(2,2) A —q(2).

p(1,2)
q(1) — p(1,1).
q(2) — p(2,1).

Dieses Programm hat das minimale Herbrand-Modell M(II7) = {p(1,2)}, das nicht
mit I {ibereinstimmt. I ist also keine stabile Menge von II, was aber eigentlich
auch vorauszusehen war, denn [ ist kein Modell von II. Wahlt man hingegen
I' ={p(1,2),q(1)}, so ergibt sich I, zu:
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p(1,2).
q(1) < p(1,2).
q(2) < p(2,2).

mit dem kleinsten Herbrand-Modell M(II ) = {p(1,2),¢(1)}, das mit I’ iiberein-
stimmt. I’ ist also eine stabile Menge von II.

Satz Jede stabile Menge von II ist ein minimales Herbrand-Modell von II. Aus
diesem Grund nennt man eine stabile Menge auch stabiles Modell.

Beweis Sei M eine stabile Menge von II und somit minimales Herbrand-Modell
von II,/.

Teil 1: M ist Modell von II Sei R=A «— Li ALy A... AL, eine Regel
aus II. Gilt L; = =B mit B € M fiir ein Literal L; im Korper von R, dann ist die
Implikation

A—ILiN...N L; N...NL,
—~

falsch

trivialerweise erfiillt und R gilt somit in M. Gibt es kein solches Literal in R, dann
betrachten wir die Regel R/, die man aus R erhilt, indem man alle in M giiltigen
negativen Literale =B € M aus dem Korper von R entfernt. R’ gilt in M (da M
minimales Herbrand-Modell von I ist und R’ € II;;) und R unterscheidet sich
von R nur durch zusétzliche in M giiltige Literale im Korper. Somit gilt auch R in
M.

Teil 2: M ist minimales Modell von II Sei M’ < M ein totales Modell von
II. Sei weiter R’ eine Regel von I1j;, die aus einer Regel R € IT dadurch entstanden
ist, dass alle negativen Literale -B € M aus ihrem Korper geloscht wurden. R ist
wahr in M’, da M’ Modell von II ist, jedes negative Literal =B im Ké&rper von R
ist wahr in M’, da =B € M und M’ < M (insbesondere: Neg(M) C Neg(M') und
R’ per Resolution aus R und diesen Literalen ableitbar ist. Also ist M’ ein totales
Modell von IT;. Da laut der urspriinglichen Annahme M’ < M und M minimales
Modell von II,; ist, gilt: M’ = M.

O

Definition (Stable Model Semantik) Die Stable Model Semantik ist fiir ein
Logikprogramm IT definiert genau dann, wenn IT genau ein stabiles Modell hat. Die
Semantik wéhlt dann dieses Modell als kanonisches Modell von II.

Es gibt zwei Arten von Programmen, auf die die Stable Model Semantik nicht
anwendbar ist, und zwar die Klasse derjenigen Programme, die kein stabiles Mo-
dell besitzen und die Klasse derjenigen Programme, die mehrere stabile Modelle
besitzen.

Beispiel Das Programm II;:
besitzt offensichtlich kein stabiles Modell. Das Programm II5:
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hingegen besitzt zwei stabile Modelle, {p, ¢} und {-p,q}. Es scheint schwierig
fiir dieses letzte Programm ein einziges kanonisches Modell festzulegen, bzw. zu
begriinden, welches der beiden minimalen Herbrand-Modelle man als einziges ka-
nonisches Modell auswihlt. Dies zeigt, dass es offensichtlich Logikprogramme gibt,
deren Semantik schwer zu erfassen, zumindest aber nicht eindeutig ist.

3.2 Vergleich mit anderen deklarativen Ansitzen

Nun stellt sich die Frage, ob die Stable Model Semantik auch mit anderen Ansétzen,
kanonische Modelle fiir Logikprogramm mit Negation auszuwéhlen, vertréiglich ist,
also insbesondere, ob andere Ansétze ebenfalls das stabile Modell eines Programms
als kanonisches Modell wiahlen. Gelfond und Lifschitz stellen nach der Definition
ihrer Semantik in [3] die wichtigsten Ergebnisse in dieser Hinsicht vor.

Eine wichtige Erkenntnis ist es, dass, falls ein Logikprogramm ein wohl-fundiertes
Modell besitzt, dieses mit seinem einzigen stabilen Modell iibereinstimmt. Das ist
insofern von Bedeutung, als dass im allgemeinen Fall die Berechnung (oder der
Fehlschlag dieser) eines stabilen Modells eines Logikprogramms NP-vollsténdig ist,
die Berechnung des wohl-fundierten Modells eines Logikprogramms aber mit po-
lynomiellem Aufwand moglich ist. So kann man zunéchst die Existenz eines wohl-
fundierten Modells iiberpriifen um anschliefend nur nach einem Fehlschlag mit ei-
nem aufwindigerem Algorithmus nach stabilen Modellen zu suchen, wie es u.a. auch
Chen und Warren in [2] vorschlagen.

Fiir die Klasse der lokal geschichteten Logikprogramme, einer Oberklasse der
geschichteten Logikprogramme stimmt die wohlfundierte Semantik mit der Perfect
Model Semantik iiberein, so dass gilt:

Falls ein Logikprogramm lokal geschichtet ist, besitzt es genau ein stabiles Mo-
dell, dass mit seinem perfekten Modell {ibereinstimmt.

Die Einschrankung der Perfect Model Semantik auf geschichtete Logikprogramme
ist wiederum Aquivalent zur iterativen Fixpunktsemantik fiir diese Programmbklasse,
so dass gilt:

Ist ein Logikprogramm geschichtet, so stimmt sein iteratives Fixpunktmodell mit
seinem einzigen stabilen Modell iiberein.

Man sieht also, das fiir die Klassen der (lokal) geschichteten Logikprogramme Ei-
nigkeit dariiber zu bestehen scheint, welche Bedeutung den Programmen in dieser
Klasse zuzuordnen ist. Fiir Programme auflerhalb dieser Klassen ist das nicht ganz
so einfach, so hat beispielsweise das Programm

ein perfektes Modell {p} aber kein stabiles Modell, umgekehrt besitzt das Programm

p(1,2),
q(z) « p(z,y), 7q(y).

zwar genau ein stabiles Modell {p(1,2),¢(1)}, aber kein perfektes Modell.

Es scheint allerdings Einigkeit dariiber zu herrschen, dass es fiir beliebige Logik-
programme im Allgemeinen keine geeignete Methode gibt ein kanonisches Modell
auszuwéhlen.
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3.3 Stable Model Semantik und autoepistemische Logik

Autoepistemische Logik einer der bedeutendsten Anséitze, unser natiirliches Verstéand-
nis von Wissen und darauf basierendem Schlussfolgern zu beschreiben. Sie ist eine
Erweiterung der Aussagenlogik, die ,, Wissenszustéinde“ eines Agenten mit Hilfe des
Modaloperators L (,,der Agent glaubt“) beschreibt.

In diesem Abschnitt sei zwecks einer einfacheren Darstellung der Sachverhalte
ein Modell eines Logikprogramms durch die Menge der Grundatome représentiert,
die in dem Modell wahr sind.

Definition (Autoepistemische Formel) Sei AL die Menge der aussagenlogi-
schen Formeln, die in der autoepistemischen Logik auch objektive Formeln genannt
werden. Dann ist die Menge AEL der Autoepistemischen Formeln Induktiv definiert
durch:

e pc AL~ ¢p € AEL
e pc AEL ~ Lp € AEL
* ¢, € AEL ~ =, o Np, ¢V b, ¢ —p € AEL

Definition (Autoepistemisches Atom) In einer autoepistemischen Formel ¢
bezeichnet man diejenigen aussagenlogischen Atome (Variablen) und diejenigen
Teilformeln L als autoepistemische Atome, die an der ,,Oberfliche* von ¢ auf-
treten, also nicht innerhalb einer Teilformel der Form L.

Definition (Autoepistemische Interpretation) Eine autoepistemische Inter-
pretation ist eine Belegung von autoepistemischen Atomen in einer Formel 1) mit
Wahrheitswerten und bestimmt so {iber die iibliche Bedeutung der aussagenlogi-
schen Junktoren einen Wahrheitswert fiir 1. Dabei spielen die Wahrheitswerte von
Atomen innerhalb einer Teilformel der Form L¢ keine Rolle, da L¢ selbst als Atom
gilt und direkt einen Wahrheitswert zugewiesen bekommt.

Definition (Autoepistemische Theorie) FEine Menge T'C AEL wird autoepi-
stemische Theorie genannt.

Ein zentrales Thema in der autoepistemischen Logik sind sogenannte stabile
Expansionen einer Theorie T' die fiir gew6hnlich als ,,eine Menge von Dingen an die
ein rational denkender Agent auf der Grundlage von T glauben kénnte* beschrieben
werden.

Definiton (stabile Expansion) Formal sind stabile Expansionen wie folgt de-
finiert: Sei A eine Theorie. Dann heifit eine Menge E stabile Ezpansion von A,
falls

E =cons(AU{LF|F € E} U{-LF : F ¢ E})

Dabei sei cons(X) die Menge aller aussagenlogischen Konsequenzen einer Formel-
menge X . Falls alle Formeln einer Theorie A objektiv sind, dann hat A genau eine
stabile Expansion F und eine objektive Formel ist in E enthalten genau dann, wenn
sie eine aussagenlogische Folgerung aus A ist.

Die intuitive Bedeutung von stabilen Modellen eines Logikprogramms ist nun
ganz dhnlich der intuitiven Bedeutung dieser stabilen Expansionen. Falls M die
Menge der Grundatome ist, die ein Agent als wahr erachtet, dann kann er jede Re-
gel mit einem Teilziel =B mit B € M 16schen, da er aus ihr aufgrund einer bereits
als falsch bekannten Primisse keinen Schluss mehr ziehen kann. Andererseits ist
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jedes Teilziel =B mit B ¢ M vom Standpunkt des Agenten aus trivial, so dass er
IT vereinfachen und durch II5s ersetzen kann. Falls M genau die Menge der Atome
ist, die logisch aus seinen vereinfachten Voraussetzungen I1;; folgen, dann ist der
Agent rational.

Fiir jedes variablenfreie Logikprogramm II sei I(IT) die Menge der autoepistemi-
schen Formeln, die man aus I enthélt, indem man jedes negierte Atom —A durch
—LA ersetzt. Mit At sei die Menge der Atome aus II bezeichnet.

Satz Falls ein Logikprogramm II genau ein stabiles Modell M hat, dann hat I(II)
genau eine stabile Expansion £ und M = E N At.

Um diesen Satz zu beweisen, wird als Hilfsmittel folgendes Lemma bendotigt:

Lemma F ist eine stabile Expansion von I(II) genau dann, wenn E stabile Ex-
pansion von Ilgn 44 ist.

Beweis (des Lemmas) Es geniigt zu zeigen, dass
I(I) U {LF|F € E} U{~LF|F ¢ E}

dquivalent zu
Mgnat U{LF|F € E}U{-LF|F ¢ E}

ist: Die Menge {LF|F € E} U{-LF|F ¢ E} enthélt LF fir jedes F € E N At und
—LF fiir jedes Atom F ¢ E N At. Dann ist I(IT) dquivalent zu Iz a¢.

O

Beweis (des Satzes) Sei M das einzige stabile Modell von II. Da II; eine Menge
von objektiven Formeln ist, hat II); genau eine stabile Expansion F und E N At =
cons(Ilpr) N At = Sp(M) = M Also ist E eine stabile Expansion von IIgna:. Aus
dem Lemma folgt, dass E eine stabile Expansion von I(II) ist, bleibt also noch zu
zeigen, dass I(IT) keine weiteren stabilen Expansionen hat:

Sei E’ eine stabile Expansion von I(IT). Dann folgt aus dem Lemma, dass E’ eine
stabile Expansion von Ilg/n4¢ ist. Da letztere eine Menge von objektiven Formeln
ist, gehort eine objektive Formel zu E’ genau dann, wenn sie eine aussagenlogische
Konsequenz aus Il 4¢ ist. Also gilt

E' N At = cons(Uginar) N At = Sp(E' N At)

so dass E’ N At ein stabiles Modell von II ist. Da M das einzige stabile Modell von
1T ist, folgt: E'N At = M, daher ist IIg/na¢ = Iy und E’ ist eine stabile Expansion
von I, Also gilt: E = E'.

O

3.4 Berechnung von stabilen Modellen

Man kann herausfinden, ob und wie viele stabile Modelle II besitzt, indem man
jede totale Interpretation I fiir IT aufzéhlt und dann tiberpriift, ob I mit dem mi-
nimalen Herbrand-Modell von II; iibereinstimmt. Leider wichst die Anzahl der
moglichen totalen Interpretationen exponentiell mit der Grofie der Herbrand-Basis,
so dass diese Losung zunéchst einmal ungeeignet scheint. Allein die Entscheidung,
ob II iberhaupt ein stabiles Modell hat, ist NP-vollsténdig. Allerdings gibt es einige
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Ansitze, die Anzahl der nétigen Rechenschritte so weit zu reduzieren, dass trotz
des exponentiellen Aufwands fiir einige praktisch relevante Logikprogramme eine
noch akzeptable Berechnungsdauer erreicht wird.

Hier soll nun der Ansatz, den Chen und Warren in [2] verfolgen, vorgestellt
werden. Dabei werden sich diese Ausfithrungen auf endliche variablenfreie Logik-
programme beschrianken.

3.4.1 Verkleinerung des Suchraums

Beobachtung 1 Die Gelfond-Lifschitz-Transformation eines Programms IT in Be-
zug auf eine Interpretation I operiert ausschlieflich auf Regeln von II, in denen ne-
gative Literale auftreten. Um einen geeigneten Kandidaten fiir ein stabiles Modell
eines Programms II zu finden, geniigt es also Interpretationen zu betrachten, die
nur den in II negiert vorkommenden Grundatomen Wahrheitswerte zuweisen.

Beispiel Die Gelfond-Lifschitz-Transformierte von II:

p(1,2).

q(1) < p(1,1) A —q(1).
q(1) < p(1,2) A —q(2).
q(2) < p(2,1) A =g(1).
q(2) < p(2,2) A —q(2).

und damit auch deren minimales Herbrand-Modell ist durch die Wahrheitswerte
von ¢(1) und ¢(2) eindeutig bestimmt. Bei der Suche nach stabilen Modellen von
II reicht es also, Vermutungen ausschlieBlich iiber die Wahrheitswerte von ¢(1) und
q(2) anzustellen.

Definition (Die Menge N(II)) N(II) := {A|-A € R fiir ein R € II} ist die
Menge aller Grundatome, die negiert in IT vorkommen.

Lemma 1 Sei IT ein variablenfreies Logikprogramm und I eine totale Interpreta-
tion. Dann ist I ein stabiles Modell von II genau dann, wenn fiir eine Interpretation
J mit Pos(J)UNeg(J) =N(II), J C I und I mit dem minimalen Herbrand-Modell
von II; iibereinstimmt.

Beweis Sei I eine totale Interpretation und J die Einschréinkung von I auf N(II),
also Pos(J) = Pos(I)NN(II) und Neg(J) = Neg(I)NN(II). Aus der Definition der
Gelfond-Lifschitz-Transformierten von II beziiglich einer Interpretation folgt nun
unmittelbar I1I; = II;, da I und J allen in II vorkommenden negativen Literalen
denselben Wahrheitswert zuweisen und die Transformation ausschliefilich von den
Wahrheitswerten dieser Literale abhéngt. Dann folgt aus der Definition der stabilen
Modelle, dass I stabiles Modell von II ist genau dann, wenn I mit dem minimalen
Herbrand-Modell von II; iibereinstimmt.

O

Beobachtung 2 Hat man in einer Interpretation einen Wahrheitswert fiir ein in
IT negiert vorkommendes Atom festgelegt, so kann (und sollte) man IT basierend auf
dieser Annahme weiter vereinfachen und so den Suchraum fiir Wertzuweisungen an
Grundatome in N(IT) bei der Suche nach stabilen Modellen weiter verkleinern.

Sei also II ein variablenfreies Programm und —A ein Literal in einer Regel von II.
Dann gibt es zwei Moglichkeiten, entweder —A ist wahr, oder A ist wahr. Ausgehend
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von diesen beiden Moglichkeiten lassen sich aus II zwei vereinfachte Programme IT 4
(A ist wahr) und II-4 (—A ist wahr) ableiten. Ziel dieser Vereinfachung ist es, aus
den stabilen Modellen von IT4 und Il 4 auf stabile Modelle von II zu schlielen.
Dabei muss man allerdings darauf achten, das Programm so zu vereinfachen, dass
keine Modelle generiert werden kénnen, die zwar durch die Annahme gestiitzt wer-
den, aber nicht stabil sind.

Definition (Programm II;) Sei II ein variablenfreies Programm und L ein
Grundliteral. Dann ist IT;, das Programm, das man aus II erhélt, wenn man

e jede Regel R € Il mit L € R und

e jedes Vorkommen von L in II, falls L ein negatives Literal ist,

16scht.

Lemma 2 Sei Il ein variablenfreies Programm, A ein Grundatom und I eine totale
Interpretation. Dann ist I ein stabiles Modell von II genau dann, wenn entweder A
in I gilt und I stabiles Modell von I1 4 ist, oder —A in I gilt und I stabiles Modell
von Il 4 ist.

Beweis Wenn A in [ gilt dann ist II; = (I14);, da die Transformation von IT zu
114 sich fiir A € I analog zur Gelfond-Lifschitz-Transformation von IT beziiglich I
verhélt.Also ist I genau dann stabiles Modell fiir II, wenn I stabiles Modell fiir I 4
ist.

Im anderen Fall gilt = A in I. Vergleicht man die Vereinfachung von IT zu I, 4 mit
der Gelfond-Lifschitz-Transformation, so stellt man fest, dass auch bei der Vereinfa-
chung zu II_ 4 alle Regeln mit positivem Literal A im Korper geloscht werden. Also
stimmt IT; mit (II_4); iiberein, mit Ausnahme einiger zusitzlichen Regeln in II;
mit einem positiven Literal A im Korper. Nach Definition ist I stabiles Modell von
IT genau dann, wenn I mit dem kleinsten Herbrand-Modell M(II;) iibereinstimmt.
Da —A in I gilt, muss A in M(IIy) falsch sein. Somit gilt M(II;) = M((II-.4)s) und
1 ist stabiles Modell von II genau dann, wenn I stabiles Modell von II_ 4 ist.

O

Beobachtung 3 Die Vereinfachung von II zu II; fiir ein Grundliteral L kann
die Wahrheitswerte weiterer Grundatome festlegen. Diese sollten natiirlich so weit
wie moglich propagiert werden, um das Programm, fiir das stabile Modelle gesucht
werden, weiter zu vereinfachen. Dadurch muss man weniger oft Wahrheitswerte fiir
Grundatome auswihlen, die moglicherweise zu inkonsistenten Ergebnissen fiithren
und dadurch Backtracking erfordern kénnten.

Beispiel Fiir das Programm II betrachten wir die Vereinfachung I1-,,:

Programm II: Programm II_,:
p < g A\ . p < g N\ .

p — . D.

q <« —S. q «— —s.

q «— —u. q.

5« —q. s «— —q.

T+ —t. T+ —t.

t . t — .

U — . U — .

v — . .
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Nun kann man anhand dieses vereinfachten Programms die Wahrheitswerte wei-
terer Atome bestimmen, so dass man die partielle Interpretation {p, ¢, v, —s, ~u} und
das viel einfachere Programm IT':

r «— —t.

t «— .

bekommt. Diese Art, ein Programm unter der Annahme eines Wahrheitswertes fiir
ein Grundliteral zu vereinfachen, wird nun im Folgenden formalisiert:

Definition (Relation L) Sei II ein variablenfreies Programm und U eine Men-

ge, die alle in IT auftauchenden Grundatome enthélt. Dann sei die Relation RN
definiert wie folgt:

(IL,U) - (I, U)
genau dann, wenn
e [ eine nicht-leere Interpretation ist, fiir die
— Pos(I) die Menge aller Grundatome A ist, fiir die A € II ein Fakt ist
und
— Neg(I) ={A€UPRell:R=A«— LiALyA...AL,} die Menge der
Grundatome ist, die nicht im Kopf einer Regel aus II auftreten.
o U =U— (Pos(I)UNeg(I))
e IT' entsteht aus IT durch Léschen

— jeder Regel mit einem Literal L im Korper, das nicht in I gilt,

— jeden Literals L in den Korpern der verbleibenden Regeln, falls L in [
gilt und letztendlich

— jeder Regel mit einem Kopf A € Pos([).

(I1,U) heifit reduziert, falls es keine Interpretation I mit (II,U) L (I, U") fir
beliebige II' und U’ gibt.

Wenn (II, U) nicht reduziert ist, dann existiert genau eine nicht leere Interpreta-
tion I und genau ein Paar (II',U’), so dass (I, U) RN v, u".
Ist (I, U) reduziert, so entspricht U der Menge aller Grundatome aus TII.

Definition (Reduktion) SeiII ein Variablenfreies Programm und U(IT) die Men-
ge aller Grundatome aus II. II heif3t reduziert zu einer Interpretation I und einem
Programm Il genau dann, wenn fiir ein n > 0, Iy = I, Uy = U(IT) und II,, = I

(o, Up) 25 (14, Uy) 25 ... L2 (1, U)

(I, Uy) reduziert und I = U, <<, Li-

Lemma 3 Sei II ein endliches variablenfreies Programm und II zu einer Interpre-
tation I* und einem Programm II* reduziert. Dann gilt fiir jedes stabile Modell I
von II: I = I* U J fiir ein stabiles Modell J von IT* und umgekehrt fiir gilt fiir jedes
stabile Modell J von IT*: I = I* U J fiir ein stabiles Modell I von II. Falls IT ein
definites Programm ist, dann gilt: Pos(I*) = Pos(M(II)).
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I
Beweis Angenommen (I, Uy) Bk (g 41, Ug+1). Laut Definition von L, enthalt

Pos(Ig+1) alle jene Grundatome A, die als Fakt in ITj, auftreten, und Neg(I11) all
jene Grundatome A € Uy, die in keiner Regel R € 11, im Kopf auftreten.

Nun sei I eine Interpretation mit Pos(I) U Neg(I) = U und I = I4q1 U J
fiir eine Interpretation J mit Pos(J) U Neg(J) = Ugt1. Dann ist M((Il;);) =
T 1 UM((TTg41) )

Fiir eine beliebige Interpretation I mit Pos(I) U Neg(I) = Uy, ist I stabiles
Modell von ITy, genau dann, wenn I = M((I1);), also genau dann, wenn I = I 1 UJ
fiir ein J mit Pos(J)UNeg(J) = Ugy1 und J = M((IIx41) ), also J stabiles Modell
von Ik ist.

O

3.4.2 Assume-and-Reduce Algorithmus

Chen und Warren konstruieren anhand der Beobachtungen 1-3 den Assume-and-
Reduce Algorithmus, um alle stabilen Modelle eines endlichen und variablenfreien
Logikprogramms zu suchen:

Eingabe: ein endliches Grundprogramm IT
Ausgabe: ein stabiles Modell oder Fehler

begin
Sei P reduziert zu einer Interpretation Iy und einem Programm Ilg;
DI = Iy;
Pgm :=Tl;
Al = ()
N :=N(Pgm);

while N # () do begin
Losche ein beliebiges Element A aus N
if A¢ DI and —A ¢ DI then begin
choice(A,L); /* Wihle entweder L := A oder L :=—A */
Al := AT U L;
Sei Pgmy, reduziert zu I'* und IT*;
DI :=DIUIT*
Pgm = IT*;
if DI U AT inkonsistent then
Fehler — Backtracking
end
end
if Ae Al and A ¢ DI fiir ein Grundatom A then
Fehler — Backtracking
else begin
Fiir jedes A, dass in Pgm auftritt, fige =A zu DI hinzu;
Ausgabe: AI U DI als stabiles Modell von II;
end
end

Im Algorithmus bezeichnet DI die Menge der Grundliterale, die zu einem Zeitpunkt
als wahr abgeleitet werden kénnen. Al beschreibt die Menge derjenigen Grundlite-
rale, fiir die der Algorithmus eine Annahme beziiglich des Wahrheitswertes getroffen
hat. Der Algorithmus durchlduft nicht-deterministisch und mit Backtracking einen
Suchbaum fiir stabile Modelle. Jeder Knoten dieses Suchbaums wird durch ein Tri-
pel (AI, DI, Pgm) reprisentiert.

Der Algorithmus muss an zwei Stellen ,,nicht-deterministische“ Entscheidungen
treffen. Die erste ist diejenige, an der der Algorithmus aus der verbleibenden Men-
ge von in dem Programm negiert vorkommenden Atomen eines auswéhlt. Diesen
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Nicht-Determinismus kann man bei einer Implementation des Algorithmus dadurch
beseitigen, dass man die Menge (die offensichtlich endlich ist) ordnet, und dann nach
Backtracking das jeweils néchste Element aus dieser Ordnung auswéhlt. Die zweite
Stelle, an der Nicht-Determinismus auftritt, ist diejenige, an der ausgewahlt wird,
ob das gewihlte Atom A wahr oder falsch sein soll in der zu betrachtenden Inter-
pretation. Da es nur diese beiden Moglichkeiten gibt, ist der Nicht-Determinismus
ganz einfach dadurch aufzulosen, dass man zunéchst A als wahr annimmt und nach
Backtracking mit der Annahme A sei falsch weitermacht oder umgekehrt.

Satz (Assume-and-Reduce Algorithmus) Sei II ein endliches und variablen-
freies Logikprogramm. Dann ist eine Interpretation I stabiles Modell von II genau
dann, wenn I das Ergebnis eines Laufs des Assume-and-Reduce Algorithmus ist.

Beweis

Termination Der Algorithmus terminiert fiir endliche variablenfreie Program-
me, da die Anzahl der Elemente von N bei jedem Schleifendurchlauf abnimmt und
fiir N = der Algorithmus anhlt.

Vollstéindigkeit des Suchraums Die Wurzel des Suchbaumes ist (A, DI, Pgm) =
(0, I, Ip), mit I reduziert zu Iy und ITy. Nach Lemma 3 ist I ein stabiles Modell
von II genau dann, wenn I = Iy U J und J ist ein stabiles Modell von I, also
I =AIUDIUJ und J ist stabiles Modell von Pgm.

Fiir einen Knoten v = (AI, DI, Pgm) sei A € N(II), so dass A,~A ¢ AI UDI.
Dann muss —A noch in Pgm vorkommen. Nun gibt es zwei Auswahlmdoglichkeiten,
entweder ist A oder A wahr. Laut Lemma 2. ist eine Interpretation J ein stabiles
Modell von Pgm genau dann, wenn entweder A in J gilt und J ein stabiles Modell
von Pgm 4 ist, oder —=A in J gilt und J ein stabiles Modell von Pgm_4 ist. Sei
Pgma (Pgm-a) reduziert zu einer Interpretation Iy (I* 4) und einem Programm
IT% (II* 4). Dann ist, wieder laut Lemma 3, J stabiles Modell von Pgmy mit L
entweder A oder —A, genau dann, wenn J = I7 U J; und Jj stabiles Modell von
IT; . Dann hat v zwei Kinder, einmal (Al U {A}, DI U I, II*) und einmal (Al U
{=A},DI U I*,,II* ;). Nach den Argumenten oben gilt fiir eine Interpretation I:
I = AIUDIUJ fiir ein stabiles Model J von Pgm genau dann, wenn fiir ein Literal
L das entweder A oder —A sein kann, L € J und J = I; UJ} fiir ein stabiles Modell
Ji von IT5 , genau dann, wenn I = ATU{L}U DI UI; U J; fiir ein stabiles Modell
Ji von II7.

Fiir ein Blatt v = (AI, DI, Pgm) im Suchbaum fiir stabile Modelle ist entweder
ATUDI inkonsistent oder fiir jedes A € N(II) ist A oder =A in ATUDI. Im letzteren
Fall enthélt Pgm keine negativen Literale. Desweiteren enthélt Pgm keine Fakten,
sonst konnte man Pgm weiter reduzieren. Also ist das einzige stabile Modell von
Pgm gleichzeitig auch das einzige minimale Modell M(Pgm), und zwar das Modell,
in dem jedes Grundatom in Pgm falsch ist. Wenn A € Al und A ¢ DI fiir ein
Grundatom A, muss —A entweder in DI oder M(Pgm) wahr sein, was der Annahme
das A € AI wahr ist widerspricht.

O

3.4.3 Implementationen

Der Assume-and-Reduce Algorithmus ist offensichtlich nur fiir endliche variablen-
freie Programme zu gebrauchen, der exponentielle Aufwand schrénkt seine Niitzlich-
keit zusétzlich ein. Chen und Warren stellen in [2] eine Integration des Algorithmus
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mit einem Verfahren zur Berechnung von wohlfundierten Modellen vor, das eine po-
lynomielle Zeitkomplexitét hat und auch auf Logikprogrammen mit Variablen funk-
tioniert. Findet dieses Verfahren ein wohlfundiertes Modell fiir ein Logikprogramm
und eine Anfrage, so wissen wir, dass dieses mit dem einzigen stabilen Modell iiber-
einstimmt. Findet das Verfahren kein solches Modell, so liefert es ein sogenanntes
Rest-Programm, das unter bestimmten Bedingungen dann mit Hilfe des Assume-
and-Reduce Algorithmus weiter ausgewertet werden kann, um alle stabilen Modelle
des urspriinglichen Programms und der Anfrage zu finden.

Implementiert ist dieses Verfahrens unter Anderem im SLG-System (zu fin-
den unter hitp://engr.smu.edu/~wchen/slg.html), einem Prolog-Programm, das als
Meta-Interpreter auf existierenden Prolog-Implementationen lauft und im XSB-
System (zu finden unter hitp://xsb.sourceforge.net), einer quelloffenen Umgebung
fiir Logikprogrammierung und deduktive Datenbanken.

4 Fazit

Gelfond und Lifschitz haben 1988 mit ihrer Definition der Stable Model Seman-
tik einen bedeutenden Beitrag dazu geleistet, Logikprogrammen mit Negation eine
Bedeutung zuzuweisen. Ihre Semantik ist dabei fiir die wichtige Klasse der (lokal) ge-
schichteten Logikprogramme mit anderen verbreiteten Ansétzen Konform, ist aber
dariiber hinaus auch auf Logikprogramme anwendbar, die sich nicht in diese Klasse
einordnen l&sst.

Trotz des exponentiellen Aufwandes der Bestimmung von stabilen Modellen gibt
es mittlerweile einige Implementationen unterschiedlicher Verfahren, stabile Modelle
mit so wenig Rechenschritten wie moglich zu bestimmen. Neben der bereits erwéahn-
ten Implementation in XSB scheinen die Programme Smodels und Lparse der Tech-
nischen Universitdt Helsinki recht ausgereift zu sein. Das Smodels untersucht varia-
blenfreie Logikprogramme hinsichtlich stabiler Modelle und das Programm Lparse
generiert aus Logikprogrammen mit Variablen variablenfreie Programme, die dann
mit Smodels untersucht werden kénnen.

Desweiteren gibt es auch einige andere Ansétze, die sich mit partiellen stabilen
Modellen und 3-wertiger Logik beschéftigen, oder die die Ideen der Stable Model
Semantik auf disjunktive Logikprogramme oder auch solche Logikprogramme, die
klassische Negation erlauben, iibertragen. Die Fiille an Literatur zu diesem Thema
und auch ganz allgemein zu deklarativen Semantiken von Logikprogrammen ldsst
darauf schlieflen, dass die Suche nach geeigneten deklarativen Semantiken fiir be-
liebige Logikprogramme bzw. deduktive Datenbanken nach wie vor ein wichtiges
Thema ist.
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